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1. Der Mathematikunterricht in der Grundschule
1.1 Ziele und Aufgaben des Mathematikunterrichts in der Grundschule
Ziele und Aufgaben der Grundschule: (Sächsischer Lehrplan)
· Wissenserwerb

· Kulturtechniken (Lesen, Schreiben, Rechnen)

· (nach Weinert) Wissen ist ein wohlorganisiertes,  diszipliniertes und lebenspraktisches vernetztes System von flexiblen Fähigkeiten, Fertigkeiten und Kenntnissen

· Methodenkompetenz

· Beobachten, Fragen, Ausprobieren, Nachschlagen, Hervorheben, Aufschreiben, Sammeln, Ordnen, Vergleichen, Zuordnen, Nutzen von Gedächtnisstützen, …

· Lernkompetenz

· Aufmerksamkeit, Konzentration, Leistungs- und Anstrengungsbereitschaft, Zeit einteilen, Ordnung am Arbeitsplatz, sorgfältiger Umgang mit Arbeitsmitteln, Lernverhalten, Differenzieren der Wahrnehmungsfähigkeit, vertiefen emotionaler Erfahrungen, Themen und Probleme mehrperspektivisch erfassen
· Sozialkompetenz

· Regeln und Normen kennen und einhalten

· verlässlich handeln, Verantwortung übernehmen, Kritik üben und damit umgehen, Konflikte gewaltfrei lösen, Fähigkeiten zum gemeinsamen Lernen

· Werteorientierung

· Erfahrungen des Wertseins, der Wertschätzung, des Anerkanntseins, der Anerkennung
Ziele des Mathematikunterrichts der Grundschule nach Winter/Wittmann (Radatz/Schipper: Handbuch für den Mathematikunterricht an Grundschulen, 1983; Radatz/Schipper/Dröge/Ebeling: Handbuch für den Mathematikunterricht – 1. Schuljahr, 1996)*)
· Fächerübergreifende Ziele, die nicht nur auf den Mathematikunterricht beschränkt sind, für deren Erreichen er aber einen besonderen Beitrag leisten kann.
· Argumentieren lernen (Begründen, Folgern, Prüfen, Regeln einhalten, …)

· sich kreativ und flexibel in Problemsituationen verhalten (Variieren, Übertragen, Alternativen entwickeln, Hypothesen prüfen, Reflektieren, …)

· Ordnen und Strukturieren von Umweltsituationen und Beziehungen erkennen
· Ausdrucksverhalten und Sprache bereichern

· fachbezogene Ziele, die als spezielle intellektuelle Fähigkeiten nicht an spezifische Themen des Mathematikunterrichts gebunden sind.
· Vergleichen, Sortieren, Ordnen, …Klassifizieren, … Symbolisieren und Mathematisieren (Formulieren von mathematischen Aussagen), … Generalisieren, … Analogisieren, …
__________________________________________________________________________________________________)*

· Mathematisieren („Fähigkeit, reale Situationen in die Sprache der Mathematik zu übersetzen, mathematisch zu lösen und das Ergebnis für die reale Situation zu interpretieren.“)
· Entdecken („Fähigkeit, Situationen experimentierend zu erforschen, Beziehungen und Strukturen zu entdecken, Strukturen zu finden.“)
· Argumentieren („Fähigkeit, mathematische Sachverhalte zu begründen.“)
· Darstellen („Fähigkeit, Beobachtungen, Überlegungen, Begründungen, Einschätzungen zu mathematischen Sachver- halten mündlich und schriftlich auszudrücken.“)
__________________________________________________________________________________________________)*
· Fach- und inhaltsspezifische Ziele, die in den Lernzielkatalogen aufgelistet und verbindlich vorgeschrieben sind. Sie spiegeln sich in den zugelassenen Lehrbüchern wider und sind unverständlicherweise oft von Bundesland zu Bundesland sehr verschieden.
1.2 Der Sächsische Lehrplan – die didaktische Konzeption des Lehrplans Mathematik in Sachsen (Sächsischer Lehrplan)
· Ausgangssituation aus der kindlichen Erlebniswelt, handelnd, Umgang mit didaktischem Material, …

· vom Schüler ausgehende Lernaktivitäten, Gelerntes selbständig übertragen, Beitrag zur Sprachpflege, …

· Maßnahmen der inneren Differenzierung, Einzel-, Partner- und Gruppenarbeit, …
· vielfältig geplante Übungen zur Herausbildung sicherer und verfügbarer Kenntnisse, Fähigkeiten und Fertigkeiten, Phasen der intensiven Arbeit und Phasen der Auflockerung und Entspannung, …
· Leistungsermittlung und Leistungsbewertung
1.3 Psychologische Grundlagen
Stufen nach Piaget:

	· sensomotorische Intelligenz (bis ca. 2 Jahre)
· symbolisches und vorbegriffliches Denken    (ca.2 – 4 Jahre)
· symbolisch anschauliches Denken                  (ca. 4 – 7 Jahre)

	präoperatives Stadium

(Operation = verinnerlichte Handlung

Kompositionsfähigkeit, Assoziativität, Reversibilität)

	· logisch konkretes Denken (ca. 7-11 Jahre)
· formal logisches Denken (ab ca. 12 Jahre)
	operatives Stadium

(wichtige Voraussetzung für Begriffsbildung)


Repräsentationsformen nach Bruner:

	
	enaktiv
	ikonisch
	symbolisch

	

	Medien
	konkrete Gegen-stände, Spiele,

Geschichten
	Nachahmungen,

Bilder, Diagramme
	Wörter, Symbole, Aussagen
	Probleme, Fragen

	

	Hervorgerufene 

Reaktionen
	Handlungen
	Verinnerlichung, Vorstellung, Erkennen von Beziehungen
	Verbalisierung, Umsetzung in mathematische Symbole
	Lösungsversuche durch Gebrauch der Symbole

	

	Erreichtes
	Entdecken von gemeinsamen Eigenschaften
	Fähigkeit zur Dekodierung bildlicher Darstellungen
	Fähigkeit zur Symbolisierung von Beziehungen
	Fähigkeit zur Handhabung eines Regelsystems


	1.4 Bildungsstandards der KMK von 2004 
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Zahlen und Operationen

· Zahldarstellungen und Zahlbeziehungen verstehen

· Rechenoperationen verstehen und beherrschen

· In Kontexten rechnen
Raum und Form

· sich im Raum orientieren

· Geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen

· einfache geometrische Abbildungen erkennen, benennen und darstellen

Muster und Strukturen

· Gesetzmäßigkeiten erkennen, benennen und darstellen

· Funktionale Beziehungen erkennen, beschreiben und darstellen
Größen und Messen

· Größenvorstellungen besitzen

· mit Größen in Sachsituationen umgehen

Daten, Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit

· Daten erfassen und darstellen,

· Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten vergleichen

2. Geometrie in der Grundschule

2.1 Geometrische Anforderungen in der Grundschule
Durch geometrische Aktivitäten können: (Franke, M.: Didaktik der Geometrie, 2000)
· intellektuelle Kompetenzen (z. B. Raumvorstellung) und grundlegende geistige Fähigkeiten   (z. B. Ordnen, Klassifizieren) gefördert werden

· Begriffsbildungsprozesse unterstützt werden

· Erfahrungen zur Umwelterschließung und zum praktischen Nutzen von Geometrie im Alltag gewonnen werden

· Freude an der Geometrie und am entdeckenden und problemorientierten Arbeiten geweckt werden
Grundideen der Elementargeometrie: (Wittmann 1999)

· Geometrische Formen und ihre Konstruktion

· Operationen mit Formen

· Koordinaten

· Maße

· Muster

· Formen in der Umwelt

· Geometrisieren
Kernideen für den Geometrieunterricht in der Grundschule (Franke 2000):

· Geometrische Formen
· Herstellen von Grundformen

· Herstellen von Objekten aus Grundformen

· Erkennen und Beschreiben von Grundformen

· Erschließen der Umwelt mit Hilfe von Grundformen

· Erste Erfahrungen zu Maßen geometrischer Grundformen

· Operieren mit Formen
· Abbilden in der Ebene

· Projizieren vom Raum in die Ebene

· Verändern durch Zerlegen und Zusammensetzen oder auch durch Verzerren, Vergrößern und Verkleinern

· Beziehungen zwischen Formen

· Orientierung im Raum und in der Ebene

· Lagebeziehungen zwischen Objekten

· Symmetrie

· Muster, Bandornamente und Parkette
Die Inhalte zu den Kernideen sind relativ frei wählbar und austauschbar. Es empfiehlt sich, Objekte einzubeziehen, die aus den ebenen Grundformen hervorgehen, d.h. mit ihnen beschrieben (wie Parkette), aus ihnen hergestellt (wie Quader, Würfel...), als Eigenschaft von ihnen gewonnen ( wie Strecke, Punkt...) werden können

Der Geometrieunterricht in der Grundschule sollte: 
· an reale Erfahrungen der Schüler aus der Umwelt anknüpfen 
· anwendungsorientiert sein 
· Handlungserfahrungen und praktische Tätigkeiten ermöglichen 
· fächerübergreifend sein (Kunst, Sachunterricht, 
· Sport …) 
· (inhaltlich- integrativ) mit anderen mathematischen Inhalten verzahnt werden 
· spielerisch und sozial organisiert sein 
· sich in Modellen und mit geeigneten Materialien konkretisieren 
· durch entsprechende Übungen auf räumliche Vorstellungsfähigkeit orientiert sein 
· sich über das das ganze Schuljahr erstrecken 
· offener Unterricht sein
Niveaustufen – das van Hiele Modell mit 5 Denkebenen (in Anlehnung an Piaget): (Radatz/Rickmeyer: Handbuch für den Geometrieunterricht an Grundschulen, 1991)
0. Niveaustufe: (Grundniveau) Anschauungsgebundenes Denken
· geometrische Formen werden unterschieden
· geometrische Formen werden gelegt, eingefärbt, gestaltet
· geometrische Figuren werden ausgelegt, zusammengesetzt, zerlegt
1. Niveaustufe: Analysieren geometrischer Figuren und Beziehungen – geometrisch     analysierendes Denken
· Spiegelachsen in Figuren durch Falten, Legen u.a herstellen bzw. bestimmen
· geometrische Figuren durch Auflisten der Eigenschaften beschreiben

· Körperformen unterscheiden nach den wichtigsten Eigenschaften

2. Niveaustufe: Erstes Ableiten und Schließen – geometrisch abstrahierendes Denken

· Vergleichen von Eigenschaften (z.B. Quadrat/Rechteck) und Schlussfolgern (Quadrat ist auch ein Rechteck)
· bewusstes Verändern von Vierecksformen am Geobrett

3. Niveaustufe: Geometrisches Schließen /  Deduktion – geometrisch schlussfolgerndes Denken

· Schlussfolgerungen als Grundlagen eines geometrischen Systems werden verstanden und angewendet

· Axiome, Definitionen, Sätze, Beweise, … werden unterschieden

4. Niveaustufe: Strenge abstrakte Geometrie 

· Arbeiten mit Axiomensystemen

· Vergleichen verschiedener geometrischer Theorien
Visuelle Wahrnehmung nach Frostig (1972)/Hoffer (1977):

Visuelle Wahrnehmung ist Voraussetzung für visuelles Vorstellungsvermögen. Die Wahrnehmung ist eng mit Gedächtnis, Vorstellung, Denken und Sprache verbunden.
Fünf Bereiche nach MARIANNE FROSTIG:
· Die visuomotorische Koordination 
ist die Fähigkeit des Menschen, das Sehen mit dem eigenen Körper oder Teilen des Körpers zu koordinieren.

Fangen eines Balls, Ausschneideübungen, Nachzeichenübungen.
· Die Figur-Grund-Diskriminierung 
ist die Fähigkeit aus einem komplexen Hintergrund bzw. einer Gesamtfigur eingebettete Teilfiguren zu erkennen und zu isolieren.
· Die Wahrnehmungskonstanz 
kennzeichnet die Fähigkeit, Figuren in verschiedenen Größen, Anordnungen, räumlichen Lagen oder Färbungen wieder zu erkennen und von anderen Figuren zu unterscheiden.
· Die Wahrnehmung räumlicher Beziehungen 
ist die Fähigkeit, Beziehungen zwischen räumlichen Objekten zu erkennen und zu beschreiben.
· Die Wahrnehmung der Raumlage
wird erklärt als das Erkennen der Raum-Lage-Beziehung eines Gegenstandes zu dem Standpunkt der Person, die den Gegenstand wahrnimmt.

Zwei weitere Komponenten nach HOFFER:

· Visuelle Unterscheidung
Fähigkeit, Ähnlichkeiten und Unterschiede zwischen Objekten zu erkennen
· Visuelles Gedächtnis
Fähigkeit, charakteristische Merkmale eines nicht mehr präsenten Objektes auf andere präsente Objekte zu beziehen

Begriffsbildung und geometrische Grundbegriffe:

Begriffsbildung: Alltagsbegriffe der Kinder aufgreifen (Figurenbezeichnungen, Eigenschaften, Beziehungen), Speichern des Begriffswissens als Vorstellung und/oder auf verbaler Ebene durch den Begriff, Begriff ist gebildet, wenn man ihn von anderen Objekten abstrahieren kann

Arten geometrischer

Arten geometrischer Begriffe: Objektbegriffe (benennen ebene/räumliche Figuren), Eigenschaftsbegriffe (beschreiben Eigenschaften geometrischer Begriffe), Relationsbegriffe (beschreiben Beziehungen zwischen Objekten)
Einführung über Begriffsdefinitionen 

Realdefinition – Oberbegriff und mindestens ein spezielles Merkmal (Trapez ist ein Viereck, das mindestens ein Paar parallele Seiten hat.)

Konventionaldefinition – Bedingungen, die Begriffsbildung zugrunde liegen, werden beschrieben (Wenn eine Figur vier Seiten hat, so ist es ein Viereck.)
Genetische Definition – Entstehung der Konstruktion wird beschrieben (Zeichnet man alle Punkte von einem Punkt M, die gleichweit entfernt sind, so entsteht ein Kreis.)

Einführung neuer Begriffe: Begriffserwerb durch Konstruktion – Zeichnen, Legen, Bauen, Drucken, Falten, …; Begriffe/Merkmale werden vorgegeben (deduktiv = Einzelnes vom Allgemeinen ableiten); Begriff und seine Merkmale aus Beispielen erarbeiten (induktiv = Entstehung/Wirkung)
2.2 Grundtechniken (Radatz/Schipper/Dröge/Ebeling: Handbuch für den Mathematikunterricht,1. Schuljahr; 1996
	· Falten – Grundtechniken: 
· Seiten genau aufeinander falten
· Falten bis zu einer vorgegebenen Linie  

· Ecken genau aufeinander falten …
· Schneiden – Grundtechniken:
· Schneiden auf Faltlinie

· Schneiden auf gerader Linie

· Schneiden auf gebogener Linie

· Innenfigur ausschneiden …
· Kleben – Grundtechniken: 
· Klebepunkt?/Klebefläche?
· Umgang mit Flüssigkleber/Klebestiften
· Klebeunterlage
· Ecken und Kanten genau aufeinander kleben
· Klebeflächen mit gewissem Druck zeitweise aufeinander pressen …
	· Legen und Bauen:
· Arbeiten mit verschiedenen Materialien
· Erlernen, Festigen und Erweitern der Orientierungsfähigkeit in der Ebene und im Raum

· z. B. Würfelbauten

· Umgang mit dem Geobrett

· Legespiele, Formenplättchen …

· Färben und Zeichnen:
· Freihandzeichnungen auf Blankopapier

· Freihandzeichnungen auf Karopapier

· Zeichnen mit Zeichengeräten …

· Parkettierungen (färben)

· Faltmuster färben  
· Folgen färben (Muster)

· Färben von Gebieten (z.B. Labyrinthe) …


2.3 Symmetrie (Franke: Didaktik der Geometrie, 2000)
Bedeutung/Ziele: 

· schult räumliches Auffassungs- und Gliederungsvermögen

· symmetrische Figuren werden vom Gehirn schneller analysiert und gespeichert als asymmetrische

· detailgetreue Wiedergabe möglich

· Erkennen symmetrischer Eigenschaften als Grundstein räumlichen Vorstellungsvermögens

· Erkennen von Symmetrien in ihrer Umwelt und deren Beschreibung

· achsensymmetrische Figuren erkennen und herstellen und die Symmetrieachsen in Figuren einzeichnen können
Zugänge zur Symmetrie:
	· Klecksbilder

· Falten

· Falten und Schneiden
	· Legen

· Spiegeln

· Zeichnen mit dem Karopapier 


Lernschritte bei symmetrischen Figuren:
· Erstellen symmetrischer Figuren durch Ausschneiden, Klecksbilder, Durchpausen, …
· Überprüfen der Symmetrie

· symmetrische Figuren nachlegen, ergänzen, …

· Symmetrieachsen einzeichnen, …

Muster (in sich selbst geschlossen), Parkette (innerhalb einer Ebene allseitig fortsetzbar), Bandornamente (beliebig nach rechts/links fortsetzbar): 
· hoher ästhetischer Reiz
· Beschreiben, Erkennen der Regeln zur Konstruktion

· Fortsetzen/Vervollständigen

· eigene Kreationen/Kreativität und Fantasie

· Beitrag zum Symmetrieverständnis

· Schulung visueller Wahrnehmung

· Trainieren geometrischen Vorstellungsvermögens
2.4 Ebene und räumliche Figuren
Ziele:

· Die Kinder sollen einfache geometrische Körper bauen, Eigenschaften an Gegenständen ihrer Umwelt erkennen und benennen, Gegenstände und Figuren nach ihren Eigenschaften gruppieren und Oberbegriffe für die Gruppen finden können.

· Am Ende der Grundschulzeit können die Kinder Modelle und Netze von Würfeln und Quadern herstellen.

Schrittfolge der Einführung (linearer und) ebener und räumlicher Figuren: (Lehrplan)
Klassenstufe 1/2:

Kennen linearer Figuren:
· Freihandzeichnen von Linien

· Umgang mit Bleistift, Lineal und Zeichendreieck

· Geraden

· Punkte und deren Lage auf Geraden
· zueinander parallele Geraden

· zueinander senkrechte Geraden

· Strecken

· Zeichnen/Messen

Übertragen des Wissens über lineare Figuren auf ebene Figuren:
· Vergleichen vielfältiger ebener Figuren nach selbst gefundenen und vorgegebenen Kriterien
· Erkennen, Benennen, Beschreiben und Darstellen von Dreiecken, Vierecken und anderen Vielecken

· Erkennen, Benennen und Darstellen von Kreisen

· Mittelpunkt, Radius, Durchmesser

· Umgang mit dem Zirkel

· Rechtecke und Quadrate benennen, beschreiben und zueinander in Beziehung setzen

Kennen von Kugel, Würfel, Quader:
· Wahrnehmen

· Körper unterscheiden, beschreiben und zueinander in Beziehung setzen

· Betrachten aus unterschiedlichem Blickwinkel

· Darstellen von Körpern mit Würfeln

· freies Bauen

· Bauen nach Plänen

· Skizzieren

Klassenstufe 3:

Übertragen des Wissens über lineare und ebene Figuren auf das:

· Parallelogramm

· Zerlegen, Ergänzen, Entdecken, Vergleichen, Zusammensetzen ebener Figuren

· Schätzen, Vergleichen und Messen von Seitenlänge und Flächeninhalt

      Vergrößern und Verkleinern

Kennen von Pyramide, Kegel, Zylinder:

· Körper beschreiben und zueinander in Beziehung setzen

· Betrachten aus unterschiedlichem Blickwinkel

· Darstellen

Klassenstufe 4:

Beherrschen des Zeichnens linearer und ebener Figuren mit Hilfsmitteln und als Freihandskizze:

· Strecken und Geraden

· parallel zueinander

· senkrecht zueinander, rechter Winkel

· Kreise und Kreismuster


Beziehungen zwischen Durchmesser und Radius eines Kreises

· Vierecke, Dreiecke und entsprechende Muster
· Abbilden in Gitternetzen

· Zerlegen und Zusammensetzen

Übertragen des Wissens über lineare und ebene Figuren:

· auf das Trapez

· beim Systematisieren der Vierecke

Kennen und Ermitteln von Flächeninhalt und Umfang ebener Figuren:

· zerlegen von Figuren und Vergleichen hinsichtlich des Flächeninhalts

· Messen des Flächeninhalts durch Auslegen und Auszählen mit Einheitsquadraten

· Messen des Umfangs

Anwenden des Wissens über Körper:

· Beschreiben der Eigenschaften von bekannten Körpern

· Herstellen von Körper- und Kantenmodellen 

· Bestimmen des Rauminhalts durch Anzahl von Einheitswürfeln bei Quadern
2.5 Kopfgeometrie

Kopfgeometrie und Raumvorstellung: (Maras, Ametsbichler, Eckert-Kalthoff

Handbuch für die Unterrichtsgestaltung in der Grundschule; Auer Verlag 2005)
Begriff: „Kopfgeometrie umfasst alle mündlich – im Kopf – zu lösenden geometrischen Aufgaben, die räumliche Vorstellungsvermögen schulen. Dabei werden gleichzeitig auch andere intellektuelle Fähigkeiten weiterentwickelt, geometrisches Wissen wiederholt und sprachliche Kompetenzen verbessert.“ 

Typisierung von Aufgabenstellungen:

	1. Reine Kopfgeometrie
(Versprachlichte Aufgabenstellung
ohne Veranschaulichung)

	2. Kopfgeometrie mit Einsatz von Hilfsmitteln durch den Lehrer

(Lehrperson zeigt z.B. ein Bild, eine Zeichnung oder ein konkretes Modell)
	3. Kopfgeometrie mit

Materialien in der Lösungsphase

(Kind zeichnet z.B. Ergebnis auf, baut Ergebnis nach)

	4. Kopfgeometrie mit 

Veranschaulichungshilfen

in der Problem- und

Lösungsphase

(Kombination aus 2. und 3.)


Kopfgeometrie soll den gesamten Geometrieunterricht durchsetzen!

Phasen beim Arbeiten mit kopfgeometrischen Aufgaben:  
· Phase 1: Aufgabenstellung  
· Phase 2: Mentales Operieren (gedankliches Lösen)  
· Phase 3: Ergebnisdarstellung  
· (Phase 4: Kontrollphase)
3. Der Anfangsunterricht / Einführung der natürlichen Zahlen

3.1 Die pränumerische Phase
Der Begriff der pränumerischen  Phase […] beinhaltet nicht nur Aktivitäten, die unmittelbar den Zahlenbegriff vorbereiten, sondern alle Spiele und Arbeitsformen in der Eingangsstufe, die ohne explizite Zahlvorstellung durchgeführt werden können.
Lauter: Methodik der Grundschulmathematik
Ziel:
Die pränumerische Beschäftigung mit Gegenständen soll zur Vorbereitung des Zahlbegriffs und zum Erwerb von grundlegenden mathematischen Fähigkeiten führen (Vergleichen, Unterscheiden, Sortieren, Klassifizieren, Begriffsbildung, …). Diese elementaren Tätigkeiten und Fähigkeiten durchziehen den gesamten Mathematikunterricht aller Stufen und dienen dem Menschen im Umgang mit seiner Umwelt.

Die pränumerische Phase kann auch die soziale Beziehung zwischen Lehrer und Schüler sowie zwischen den Schülern selbst fördern.

· Erwerb grundlegender mathematischer Einsichten und Erfahrungen

· Vorkenntnisse, Niveauausgleich, Sichern von Zahlvorstellungen

· Orientierungs- und Wahrnehmungsübungen

· Bildbetrachtungen / Sortierübungen
3.2 Zahlenvorstellung, Zahlenverständnis 
Zahlverständnis: 
Zahlen sprechen: Zählen

Zahlen schreiben: Ziffern und Stellenwert

Zahlen sehen, vorstellen, denken:  Zahlen in verschiedenen 
Zahlaspekten
Phasen der Zahlwortentwicklung (nach Fuson 1988):

· Phase der noch nicht differenzierten Ganzheitsauffassung der Zahlwortfolge

· Phase der differenzierten Ganzheitsauffassung der Zahlwortfolge

· Phase des Weiterzählen-Könnens

· Phase der Auffassung von Zahlwörtern als zählbare Einheiten

· Phase der Auffassung der Zahlwortfolge als flexible durchlaufbare Reihe
Zählprinzipien (Gelman & Gallistel 1978):

· Eineindeutigkeitsprinzip

· Prinzip der stabilen Ordnung

· Kardinalprinzip

· Abstraktionsprinzip

· Prinzip von der Irrelevanz der Anordnung
Zahlen schreiben:

· Ziffern 
· Erkennen und Lesen: Zuordnen von Lautfolge und Schriftbild

· Schreiben: Motorik, Rechts-Links-Ausrichtung

· Zahlen aus mehreren Ziffern
· Ziffer und Stellenwert: Zahlbildungsprinzipien 

· Lesen und Schreiben: Zuordnung von Lautfolge und Ziffernfolge
3.3 Aspekte des Zahlbegriffes
· Kardinalzahlaspekt
Zahlen geben Anzahl von Elementen gleichmächtiger Mengen an. (5 Äpfel)

· Ordinalzahlaspekt

· Zählzahlaspekt
Folge der natürlichen Zahlen (Ich bin auf Seite 9. – 1, 2, 3, ...)

· Ordnungszahlaspekt
Zahl gibt den Rangplatz in einer geordneten Reihe an. (Ich lese auf der 9. Seite.)

· Maßzahlaspekt
Zahlen dienen als Maßzahl bei Größen (3 h)
· Rechenzahlaspekt (Operatoraspekt)
Zahlen dienen als Symbol beim Rechnen (Schreibe den Satz dreimal. 3+4=7)
· Algebraischer Aspekt

· Algorithmischer Aspekt

· Codierungszahlaspekt
Zahlen werden zum Kennzeichnen benutzt (Tel.: 12345, 03417 Leipzig)
Ausgewählte Anwendungssituationen für Gewinnung des Zahlbegriffs:
· Zählübungen! 

· Visuell: konkrete Dinge, abstrakte Mengen (z.B. Wendeplättchen) 

· Auditiv: Ich höre … klopfen, …

· Taktil: Ich berühre … Dinge mit geschlossenen Augen

· Kinästhetisch: Ich bewege … Dinge.

· Motorisch: Ich hüpfe … mal.

· Weitere Zählübungen: vorwärts, rückwärts, …
· Zahlspiele (z.B. Domino)

· Numerische Bildgeschichten

· Zahlenalbum anlegen (Repräsentanten von Zahlen aus Katalogen, Zeitschriften, …) in das Zahlenalbum einkleben

· Mächtigkeitsvergleiche

· Zahlzerlegungen (insb. Für Addition und Subtraktion) z.B. mit Schüttelkästen

· Zahlen vergleichen, der Größe nach ordnen

3.4 Einführung von Zahl und Ziffer (Stufung)
Die Erarbeitung des Zahlenraums bis 10 sollte im Kardinalzahlaspekt erfolgen!

Gestuftes oder ganzheitliches Vorgehen:

· traditionell: gestuftes Vorgehen (Erarbeitung des jeweiligen Zahlenraums in Stufen)
· Die Zahlen bis 5 (oder 6)

· Die Zahlen 1 bis 5 (oder 6)

· Die Zahl 0
· Repräsentant der leeren Menge
· Fortführen einer Reihe

· Differenz gleicher Zahlen

· Die Zahlen bis 10

· Die Zahlen 6 bis 10

· Alle Zahlen von 0 bis 10

· Die Zahlen bis 20

· Die Zahlen von 11 bis 20

· Alle Zahlen von 0 bis 20
· neuer Ansatz: Ganzheitliche Behandlung der Zahlen bis 20
stärker ganzheitlich ausgerichteter Unterricht; es dürfen auch Zahlen verwendet werden, die noch nicht eingeführt wurden; Berücksichtigung der Untersuchungen zu Vorkenntnissen der Kinder
· Orientierung im Zwanzigerraum – spielerisch 

· Mengen, Anzahlen

· Zahlenreihe bis 20 – Einführungsspiel

· Zahlzerlegungen mit Plättchen

· Geldbeträge
· Vertiefung des Zahlbegriffs – didaktisches Material

· Zahlen in der Umwelt, Wendekarten

· Zwanzigerreihe

· Zahlzerlegungen

· Geldbeträge

· Ordnungszahlen

Phasen der Auseinandersetzung:

· Sammeln und Mitteilen konkreter Grunderfahrungen (enaktive Ebene)

· Übergang von der konkreten Situation zur Arbeit mit abstraktem Material: Legen und Zeichnen (ikonische Ebene)

· Symbolische Notation der Zahleigenschaften und Zahlbeziehungen (symbolische Ebene)
Typen von Arbeitsmitteln
· Unstrukturierte Materialien
Materialien, mit denen sich Zahlen als eine entsprechende Anzahl an einzelnen Objekten darstellen lassen, z. B. Kastanien, Knöpfe, ... 

· Strukturierte Materialien
Materialien, mit denen sich Zahlen als Ganzheiten (aus zusammengefassten Einzelelementen) darstellen lassen, z. B. Stäbe entsprechender Länge 
· Arbeit mit abstraktem Material:

· Unstrukturierte Materialien: Wendeplättchen, Muggelsteine, Holzwürfelchen, Steckwürfel
· Strukturierte und teilstrukturierte Materialien: Spielmünzen, Cuisenairestäbe, Rechenrahmen, Rechenschiffe

· Schematische Zeichnungen
· Mischformen
Materialien, die eine klare 5er- und 10er-Gliederung aufweisen, deren Elemente jedoch auch einzeln genutzt werden können, z. B. die eigenen Finger 

Symbolische Notation:
· Ziffernschreibkurse: Algorithmus: Demonstration, Probierphase, Übung; Schreibkommentare
· Zahlvergleiche
· größer als

· kleiner als

· gleich

· Zahlzerlegungen
Schwerpunkte im Anfangsunterricht:

· Zahlbegriffsgewinnung

· Schreiben der Ziffern
· Vergleichen von Zahlen

· Ordnung der Zahlen

· Einführung der Null

· Einführung der Rechenoperationen Addition und Subtraktion
4. Der Aufbau der natürlichen Zahlen

4.1 Stufung der Erarbeitung von Klasse 1 – 4
Didaktische Stufung:
1. Anknüpfen an Vorkenntnisse:

· bekannte Zahlen werden wiederholt

· Zahl und Größenvorstellungen festigen – nicht nur rechnen

· Zahlenstrahl, … sowie andere Darstellungsmittel nutzen
2. Ankerpunkte schaffen:

· Vereinigen von Zehnermengen (Geld, Steckwürfelstangen, Briefmarkenstreifen) (Hundertermengen, …)
· Schrittweise Addition von 10 (100, 1000, …)
· Analogie zu den einstelligen Zahlen (zweistelligen Zahlen, dreistelligen Zahlen, …)

3. Auffüllen des neues Zahlbereichs:

· Bündeln und Entbündeln von Einzelelementen

· Addition von Zehnerzahl und Einerzahl

· Analogieprinzip (in Zehnerschritten zählen)

· Stellentafel
· von den Ankerpunkten ausgehend die Feinstruktur erarbeiten

In jedem der drei methodischen Schritte sind 4 Unterrichtsmaßnahmen wichtig:

Das sind Übungen zur:

a) Vermittlung von Zahl- und Größenvorstellungen

b) Orientierung im Zahlenraum und Ordnung der Zahlen
c) Bündelung, Stellenwert und Schreibweise

d) Rechnen 

· Zahlen bis 100 

(1./2. Schuljahr)

· Zahlen bis   20 

(1. Schuljahr)

· Zahlen bis 100 

(2. Schuljahr)

· Zahlen bis 1 000 000
(3./4. Schuljahr)

· Zahlen bis        1 000 
(3. Schuljahr)

· Zahlen bis 1 000 000 
(4. Schuljahr)

4.2 Notwendigkeit der Bündelung/Stellenwert
Die Bündelungsregel (Basis) gibt die Regel für das systematische und fortgesetzte Zusammenfassen von einzelnen Elementen bzw. (beim fortgesetzten Bündeln) von Bündeln höherer Ordnung an.

Die Anzahl der Bündel wird, sortiert nach Bündelungsart, in einer Stellentafel notiert. Dabei haben die Ziffern an der jeweiligen Stelle (einzelne Bündel erster, zweiter … Ordnung) einen anderen spezifischen Wert (Stellenwert).
Beispiel : dekadisches System 
Bündelungsregel: Fasse immer 10 zusammen (Basis 10).

	Z

(Bündelung 

1. Stufe)
	E
	Zahl 14

	1
	4
	


4.3 Darstellungsformen bis 1 000 000 (3./4. Klasse) – Vorstellen von Medien und deren Bedeutung für die Orientierung im Zahlenraum
· Zahlbildungsprinzipien verstehen
· Zahlwortbildung

· Darstellung in Ziffern

Beispiele: 
Doppelte Systematik der Zahlwortbildung und Stellentafel:

· Fortwährende Zehnerbündelung

· Gruppierung von drei Bündelungseinheiten zu einer Namensgruppe (z.B.: Tausend. T – ZT – HT)
Multiplikative und additive Zahlbildung

· Glatte Tausender, Zehntausender, ... als Vielfache der jeweiligen Zehnerpotenzen, z.B. 4 ( 1 000 = 4 000

· Beliebige Zahlen zusammengesetzt aus Vielfachen der jeweiligen Zehnerpotenzen und einem kleineren Rest, 
z.B. 5 ( 10 000 + 6 534 = 56 534

Analogieprinzip
· Mehrsystemblöcke / Dienesblöcke
· Einer – Würfelchen

· Zehner – Würfelchenstange

· Hunderter – Würfelchenplatte

· Tausender – Würfel

· Zehntausender – Würfelstange

· Hunderttausender – Würfelplatte

· ...?

· Zahlenstrahl

Veranschaulichen durch Vergleichsgrößen 
· Zahl- und Größenvorstellungen ausbauen
· Vergleichsgrößen nutzen

· Darstellungen finden 
· Direkte Darstellung (z.B.: Millimeterpapier) 
· Indirekte Darstellung (z.B.: Schaubilder mit zusammengefassten Bereichen (je 100 Kinder, …) 
· Schätzen, Überschlagen und Runden
4.4 Übungsformen am Hunderterfeld/an der Hundertertafel (Zusammenfassung nach Christiansen-Barfuß 11/2002)
Beispiele: 
1. Gemeinsames Füllen einer leeren Hundertertafel

2. Arbeiten mit der Lochschablone

Die Lochschablone wird auf die Hundertertafel gelegt, eine Zahl ist sichtbar.

Arbeitsauftrag: Welche Zahl befindet sich links, rechts, über, unter der sichtbaren Zahl?

Welche Rechenoperation versteckt sich dahinter?

3. Buchstaben

Welche Zahlen verstecken sich unter den Buchstaben?
4. Schatzsuche

Wo liegt der Schatz?

Startzahl vorgeben, Wege auf der Hundertertafel beschreiben

5. Ausschnitte aus der Hundertertafel

Eintragen der fehlenden Zahlen

6. Schach

Bewege dich auf der Hundertertafel wie ein Läufer, ( Turm, Springer, König, Bauer, etc. ). 

Auf welche Zahlen kannst du springen?

7. Die Nachbarn von 33

…
Wittmann/Müller: Handbuch produktiver Rechenübungen Bd.1,Klett 
Wittmann/Müller: Das Zahlenbuch, Lehrerband 2, Klett 

5. Das mündliche Rechnen in den vier Grundrechenarten

5.1 Kennen lernen und inhaltliches Erfassen der Grundrechenarten
I. 
Inhaltliches Verständnis für die Operation sichern

II.
Lösungsverfahren bzw. Lösungsstrategien bewusst machen

III.
Lösungsverfahren bzw. Lösungsstrategien aneignen

Klassifikation von Additionssituationen:
1. Vereinigen (statisch)

a) Anja hat 4 Bonbons, Babs 8 Bonbons. Wie viel Bonbons haben sie zusammen? 

Vereinigungsmenge unbekannt: a + b = x

b) Anja und Babs haben zusammen 12 Bonbons. Anja hat 4 Bonbons. Wie viel Bonbons hat Babs?

Eine Teilmenge unbekannt: a + x = b 
2. Hinzufügen (Operator; dynamisch)

a) Anja hat 4 Bonbons. Babs gibt ihr jetzt 8 Bonbons dazu. Wie viel Bonbons hat Anja danach?

Ergebnis (Ausgabe) unbekannt: a + b = x

b) Anja hat 4 Bonbons. Babs gibt ihr jetzt einige Bonbons dazu. Danach hat Anja 12 Bonbons. Wie viel Bonbons gibt ihr Babs?

Veränderung (Operator) unbekannt: a + x = b

c) Anja hat einige Bonbons. Babs gibt ihr jetzt 8 Bonbons dazu. Danach hat Anja 12 Bonbons. Wie viel Bonbons hatte Anja ursprünglich?

Start (Eingabe) unbekannt: x + a = b
3. Ausgleichen (dynamisch)

Anja hat 4 Bonbons. Babs hat 8 Bonbons. Wie viel Bonbons muss Anja bekommen, um genau so viele Bonbons zu haben wie Babs?

a + x = b

4. Vergleichen (statisch)

a) Babs hat 8 Bonbons. Anja hat 4 Bonbons. Wie viel Bonbons hat Babs mehr als Anja?

Unterschied unbekannt: a + x = b

b) Anja hat 4 Bonbons. Babs hat 4 Bonbons mehr als Anja. Wie viel hat Babs?

Vergleichsgröße unbekannt: a + b = x

c) Babs hat 8 Bonbons. Sie hat 4 Bonbons mehr als Anja. Wie viel Bonbons hat Anja?

andere Vergleichsgröße unbekannt: a + x = b
Klassifikation von Subtraktionssituationen:
1. Abziehen oder Wegnehmen
Anja hat 8 Bonbons. Sie gibt ihrer Freundin Delia 5 Bonbons. Wie viel Bonbons bleiben ihr noch?

2. Vergleichen

Anja hat 8 Bonbons. Ihre Freundin Delia hat 5 Bonbons. Wie viel Bonbons hat Anja mehr?

3. Ergänzen

Delia hat 5 Bonbons. Wie viel Bonbons muss Delia bekommen, um insgesamt 8 Bonbons zu haben?

4. Vereinigen

Anja hat 8 Bonbons. 5 sind Karamellbonbons, der Rest saure Bonbons. Wie viel saure Bonbons hat sie?

Addition und Subtraktion im Unterricht:

· Zeitnahe Behandlung von Addition und Subtraktion

· Behandlung des gesamten Zahlenraums

· Tägliche Rechengeschichten

· Simulation: Rollenspiel, Handlung mit Material, Protokollierung, Gleichung

· Bildgeschichten

· Variation der gesuchten Größe: Handlungen beschreiben und nachvollziehen

· Operative Veränderungen und deren Auswirkungen

· Intra- und intermodaler Transfer: enaktiv, ikonisch, symbolisch

Grundmodelle der Multiplikation:

Mengenvereinigung

· Die Mengenvereinigung bildet das wichtigste Grundmodell zur Einführung der Multiplikation

· Von der anschaulichen Mengenvereinigung aus führt über die Anzahlbestimmung der Vereinigungsmenge ein direkter Weg zur Deutung der Multiplikation als wiederholte Addition gleicher Summanden
Zwei verschiedene Teilaspekte beim Weg über die Mengenvereinigung:

Zeitlich-sukzessiver Aspekt:

· Die Gesamtmenge entsteht Schritt für Schritt durch mehrmalige Wiederholung des gleichen Vorgangs.

· Bei Beispielen dieser Art wird durch Handlungen (bzw. durch vorgestellte Handlungen) an die Multiplikation herangeführt.

· Die dynamische Komponente der Multiplikation wird betont.

Räumlich-simultaner Aspekt:

· Es wird keine Handlung (mehr) durchgeführt.

· Die Vereinigungsmenge liegt von Anfang an schon vollständig vor.

· Die statische Komponente der Multiplikation wird betont.

Kartesisches Produkt:

· Alle möglichen Kombinationen (das Kreuzprodukt) zwischen den Elementen zweier Mengen werden bestimmt.

· Wird auch als kombinatorischer Aspekt der Multiplikation bezeichnet.

· Die Einführung der Multiplikation über diesen Weg ist nicht sinnvoll.
Nachteile des Weges über das Kartesische Produkt:

· Das gesamte Kartesische Produkt kann nicht auf einmal mit Material gelegt werden.

· Veranschaulichungen durch Strichdiagramme sind kompliziert.

· Kinder besitzen weniger Erfahrungen als mit der Mengenvereinigung

· geringerer (einseitiger) Anwendungsbezug

· Zurückführen auf einfachere Additionsaufgaben ist schwierig.

· Beziehungen zwischen Multiplikation und Division als Umkehroperation leuchten bei der Mengenvereinigung besser ein.
Operatoren
· Multiplikationsoperatoren werden meist durch Maschinen konkretisiert:

Grundmodelle zur Division:

Zerlegen von Mengen in gleichmächtige Teilmengen:
Aufteilen:
· Zerlegung einer Menge M in gleichmächtige, paarweise elementfremde Teilmengen

· Gesucht ist die Anzahl der Teilmengen

· Gegeben sind die Elementanzahl der Menge M und die Elementanzahl je Teilmenge

Beispiel:

· Kinder spielen mit Karten. Zum Spiel gehören 32 Karten. Jedes Kind soll vier Karten erhalten. Wie viele Kinder können mitspielen?

Verteilen:

· Zerlegung einer Menge M in gleichmächtige, paarweise elementfremde Teilmengen

· Gesucht ist die Anzahl der Elemente je Teilmenge

· Gegeben sind die Elementanzahl der Menge M sowie die Anzahl der Teilmengen

Beispiel:

· Vier Kinder spielen mit Karten. Uwe verteilt die 32 Karten. Jeder bekommt gleich viele. Wie viele Karten bekommt Jeder?

Operatoren:

· „Rückwärtslaufen“ des Programms einer Maschine

Umkehroperation:

· Man kann die Division auch als Umkehroperation der Multiplikation einführen, ohne auf die Aspekte des Aufteilens und Verteilens zurückzugreifen.

· Mit 20 : 5 bezeichnen wir dann die Zahl, die mit 5 multipliziert 20 ergibt.

20 : 5 = x    (     x · 5 = 20
Wiederholte Subtraktion:
· Die Division wird als wiederholte Subtraktion des Divisors eingeführt.

Beispiel: 

· 8 Birnen werden in Tüten verpackt. Immer zwei in eine Tüte

8 - 2 - 2 - 2 - 2 = 0     (       8 : 2 = 4

· Veranschaulichung ist am Zahlenstrahl gut möglich.

Beispiel: 18 : 6

· Vom Dividenden 18 ausgehend werden wiederholt Pfeile der Länge 6 abgezogen

5.2 Grundaufgaben
Bedeutung der Grundaufgaben:
Ziel: 

· Gedächtnismäßiges Beherrschen der Grundaufgaben (auf Grundlage vorangegangenen Verständnisses fest einprägen; Rückführen/Anwendung auf/der Grundaufgaben im erweiterten Zahlenraum)
Bedeutung:

· Jede Aufgabe, die wir mündlich bzw. im Kopf rechnen, besteht aus ein bzw. mehreren Grundaufgaben als Teilrechnungen

· Aufgaben des schriftlichen Rechnens sind aus Grundaufgaben zusammengesetzt

Grundaufgaben der Addition (Einspluseins)

· Grundaufgaben der Addition sind alle Aufgaben der Form a + b = c mit natürlichen Zahlen a 10 und b  10

· alle Additionsaufgaben im Bereich der natürlichen Zahlen mit genau zwei einstelligen Summanden
Grundaufgaben der Subtraktion (Einsminuseins)

· Grundaufgaben der Subtraktion sind alle Umkehraufgaben der Grundaufgaben der Addition
Grundaufgaben der Multiplikation (Einmaleins)

· Grundaufgaben der Multiplikation sind alle Aufgaben der Form  a · b = c mit natürlichen Zahlen a (10 und   b ( 10

· alle Multiplikationsaufgaben im Bereich der natürlichen Zahlen mit genau zwei Faktoren höchstens gleich 10
Grundaufgaben der Division

· Grundaufgaben der Division sind alle Umkehraufgaben der Grundaufgaben der Multiplikation

· Achtung: Division durch 0 ist nicht möglich (Divisor von 0 verschieden)
5.3 Lösungsstrategien
Lösungsstrategien für Grundaufgaben der Addition und Subtraktion:
Zählstrategien 

· Erste „natürliche“ Strategien

· Die Anwendung von Zählstrategien ist nicht als lineares Voranschreiten von (1) bis (4) zu verstehen

· Auch bei Kenntnis effektiverer Zählstrategien greifen die Schüler in bestimmten Situationen auf einfachere Zählstrategien zurück

· Die Lösung von Grundaufgaben bleibt nicht bei Zählstrategien stehen.

· Vollständiges Auszählen
· einfachste Strategie

· meist mit Materialeinsatz verbunden: Steckwürfel, Plättchen

· Vorgehen bei 3 + 4: Es werden zunächst 3 Plättchen und danach 4 Plättchen hingelegt. Die Summe wird durch vollständiges Auszählen der Gesamtmenge bestimmt.

· Problem: Bei „größeren“ Anzahlen verlieren die Schüler den Überblick und lassen ein Plättchen aus oder zählen es doppelt

· Fehler: Eins-Abweichung nach unten oder oben

· Das Verfahren ist sehr aufwendig.
· Weiterzählen vom ersten Summanden aus 
· Weiterentwicklung des vollständigen Auszählens

· Beim Beispiel 3 + 4 wird nicht mehr von 1 bis 7, sondern nur noch 4, 5, 6, 7 gezählt

· Schüler müssen die Zählbedeutung des ersten Summanden für die Summenbildung zumindest implizit verstanden haben

· typischer Fehler: Eins-Abweichung nach unten

· Bei 3 + 4 wird gezählt: 3, 4, 5, 6 also: 3+ 4 = 6

· Weiterzählen vom größeren Summanden aus
· Ist der zweite Summand größer als der erste ist es eine Vereinfachung, vom zweiten Summand aus weiterzuzählen

· Weiterentwicklung des Weiterzählens vom ersten Summanden aus

· Beim Beispiel 2 + 7 wird nicht mehr von 2 aus weitergezählt, sondern von 7 aus

· Grundlage für den Einsatz dieser Zählstrategie ist das Kommutativgesetz der Addition

· typischer Fehler: Eins-Abweichung nach unten
· Weiterzählen vom größeren Summanden in größeren Schritten
· Statt einer Aufgabe wie 9 + 8 durch achtmaliges Weiterzählen um jeweils zu lösen, kann man sie auch mittels Zählen in Zweier- oder Viererschritten lösen

· in Zweierschritten: 11, 13, 15, 17

· Diese Strategie ist von den Zählstrategien die effektivste

Heuristische Strategien
· Tauschaufgaben
· Zum Lösen der Aufgabe wird das Kommutativgesetz der Addition angewendet

· Statt 2 + 9 wird  die Aufgabe 9 + 2 gelöst

· Vorteil der Nutzung der Tauschaufgaben: Die Zahl der zu lernenden Aufgaben wird halbiert
· Verdopplungsaufgaben – Halbierungsaufgaben
· Verdopplungs- und Halbierungsaufgaben prägen sich leicht ein 

· Nachbaraufgaben
· Man kann zu jeder beliebigen Aufgabe durch Vergrößerung bzw. Verkleinerung eines Summanden um 1 Nachbaraufgaben bilden.

· Beispiel: 

· Beherrschen Schüler die Verdopplungsaufgaben, so können sie durch Rückgriff auf diese Aufgaben       4 +  3 oder 4 +  5 leicht lösen

· Fastverdopplungsaufgaben sind spezielle Nachbaraufgaben
· Gleichsinniges oder gegensinniges Verändern
· Gegensinniges Verändern: 

· Durch Verkleinerung des ersten Summanden und gleichzeitige Vergrößerung des zweiten Summanden um dieselbe Zahl bleibt eine Summe unverändert

· 5 + 3 wird über 4 + 4 gelöst

· Gleichsinniges Verändern: 

· Eine Differenz bleibt unverändert, wenn wir Minuend und Subtrahend um denselben Betrag vergrößern oder verkleinern

· 12 -  9 wird über 13 - 10 gelöst
· Zerlegen: Rechnen bis 10 
· Diese Strategie wird besonders beim so genannten Zehnerübergang genutzt.

· Die Aufgabe 7 +  9 wird in die beiden leichteren Teilaufgaben 7 + 3 = 10 (ergänzen zum vollen Zehner) und 10 + 6 = 16 gelöst.

· Dabei wird die Gültigkeit des Assoziativgesetzes implizit vorausgesetzt:

· 7 + 9 = 7 + ( 3 +  6) = (7 + 3) + 6 = 10 +  6
· Umkehraufgaben
· Hier wird der Zusammenhang von Addition und Subtraktion genutzt.

· Die Lösung der Subtraktionsaufgabe 17 - 9 wird durch Rückgriff auf die Additionsaufgabe 8 + 9 = 17 gefunden.

· Die Anwendung von Umkehraufgaben erspart, dass neben dem Kleinen 1 + 1 auch das Kleine 1 - 1 komplett auswendig beherrscht werden muss.

Eingeprägte Gleichungen
Lösungsstrategien für Grundaufgaben der Multiplikation und Division:

Zählstrategien

· Vollständiges Auszählen

· Rhythmisches Zählen 

· Weiterzählen in größeren Schritten

Additions- und Subtraktionsstrategien 

Heuristische Strategien
· Tauschaufgaben

· Vergrößern oder Verkleinern eines Faktors / Zerlegen

· a) Nachbaraufgaben

· b) andere bekannte Aufgaben

· Verdoppeln oder Halbieren 

· Umkehraufgaben (bei Division)

Eingeprägte Gleichungen

5.4 Eigenschaften von Rechenoperationen / Gesetzmäßigkeiten
Eigenschaften ergeben sich aus den Gesetzmäßigkeiten:

Kommutativgesetz (Vertauschbarkeit), Assoziativität („Nachbaraufgaben“, Zusammenfassung, Verbindung), Distributivität (Verteilung, Zerlegung) (, Punkt- vor Strichrechnung)

5.5 Halbschriftliches Rechnen
· „Halbschriftliches Rechnen ist ein flexibles,  je auf die Besonderheit der vorliegenden Aufgaben und des Zahlenmaterials bezogenes Rechnen unter Verwendung geeigneter Strategien. Es werden Zwischenschritte, Zwischenrechnungen, Zwischenergebnisse fixiert bzw. Rechenwege verdeutlicht sowie Rechengesetze und Rechenvorteile ausgenützt.“ (Bauer 1998)

· Art und Weise der Notation ist nicht festgelegt.

· Wege zur Lösung sind nicht vorgeschrieben, was dem Aufgabenlöser größere Freiräume beim Verfolgen eigener Wege erlaubt.

· Auch als „Gestütztes Kopfrechnen“ bezeichnet.
Lösungsstrategien
· Zählstrategien

· Schrittweises Rechnen (nach Zerlegen)

· Hilfsaufgabe (gleich- bzw. gegensinniges Verändern)

· Verwandte Aufgabe (Analogieprinzip)

· Stellenwerte extra
Schwierigkeiten:

· Fehlende Sicherheit beim Rechnen bis 100

· Hohe Leistungsheterogenität

· Hohe Zahl von Merkprozessen beim Rechnen

· Viele individuelle Verfahren

· Ablösung durch schriftliche Verfahren?

· Sachanalysen statt Prozessanalysen

· Unklarheit über Anforderungen

Aufgabentypen

Addition im Zahlraum bis 100 (Klasse 2):
	Aufgabentyp
	Beispiel

	Z + Z
	20 + 50 = 70

	ZE + E ohne Zehnerüberschreitung
	43 + 5 = 48

	ZE + E mit Zehnerüberschreitung
	46 + 9 = 55

	ZE + Z bzw. Z + ZE
	37 + 20 = 57 bzw. 
30 + 56 = 86

	ZE + ZE ohne Zehnerüberschreitung
	32 + 45 = 77

	ZE + ZE mit Zehnerüberschreitung
	57 + 36 = 93


Subtraktion im Zahlraum bis 100 (Klasse 2):

	Aufgabentyp
	Beispiel

	Z - Z
	50 – 20 = 30

	ZE - E ohne Zehnerüberschreitung
	48 - 5 = 43

	ZE - E mit Zehnerüberschreitung
	45 – 8 = 37

	Z - ZE bzw. ZE - Z
	50 – 16 = 34 bzw. 47 – 30 = 17

	ZE - ZE ohne Zehnerüberschreitung
	67 – 43 = 24

	ZE - ZE mit Zehnerüberschreitung
	53 – 37 = 16


Radatz u. a.: Handbuch für den Mathematikunterricht 

3. Schuljahr, S. 78:

	
	ohne Überschreitung
	mit 

Überschreitung

	ein 

Rechenschritt
	  20 + 70

107 + 60

421 +   6
	  80 + 30

  63 +   9

407 +   5

	zwei Rechenschritte
	340 + 230

356 + 203
	340 + 570

356 + 208

	drei Rechenschritte
	326 + 243
	326 + 237


Aufgabentypen (Mult./Div.)

· Multiplikation und Division mit Zehnerzahlen

· Multiplikation einer einstelligen Zahl mit gemischten Zehnerzahlen/Umkehraufgaben

· Multiplikation einer einstelligen Zahl mit gemischten Hunderterzahlen/Umkehraufgaben

· Multiplikation zweier zweistelliger Zahlen (beide Faktoren ≤ 20)/Umkehraufgaben

Lösungsstrategien – Multiplikation:

· Analogieaufgaben – besonders beim Rechnen mit Zehnern und Hundertern:

20 · 7


  2 · 7 =   14

20 · 7 = 140

· Schrittweises Rechnen:

	9 · 28      

9 · 20 = 180

9 ·   8 =   72

9 · 28 = 252


	8 · 237

8 · 200 = 1600

8 ·   30 =   240

8 ·     7 =     56

8 · 237 = 1896

Kurzform: 

1600 + 240 + 56 

= 1896
	13 · 14

13 · 10 = 130

13 ·   4 =   52

13 · 14 = 182



· Vereinfachen: Gesetz  von der Konstanz des Produktes

	16 ·   50 = 800

  8 · 100 = 800


	28 ·   25 = 700

14 ·   50
  7 · 100


· Hilfsaufgabe:

	17 · 19 = 340 – 17 = 323

17 · 20 = 340

	38 ·   99 = 3800 – 38 = 3762

38 · 100 = 3800



· Malkreuz: Beispiel: 13 · 16
	·
	10
	3
	

	10
	100
	30
	130

	6
	60
	18
	78

	
	160
	48
	208


Lösungsstrategien – Division:

· Analogieaufgaben: besonders beim Rechnen mit Zehnern und Hundertern 

1800 : 3 


    18 : 3 = 6 

1800 : 3 = 600
· Schrittweises Rechnen: 237 : 3
Problem: Wie kann man zerlegen?

	237 : 3 = 

210 : 3 = 70

  27 : 3 =   9

237 : 3 = 79

	237 : 3 = 

180 : 3 = 60

  30 : 3 = 10

  27 : 3 =   9

237 : 3 = 79
	237 : 3 = 

240 : 3 = 80

    3 : 3 =   1

237 : 3 = 79



· Hilfsaufgabe: (auch Analogieaufgaben sind Hilfsaufgaben)

	294 : 6 = 49

300 : 6 = 50
	630 : 7 = 90

  63 : 7 =   9


Division mit Rest
· Restschreibweise: 

13 : 5 = 2 Rest 3

· Zerlegungsschreibweise: 
13 : 5; 13 = 5 · 2 +3

· Divisionsschreibweise:

13 : 5 = 2 + (3 : 5)

Überschlagsrechnen:

· Kinder frühzeitig anhalten, bei schwierigen Aufgaben zunächst im Überschlag das annähernde Ergebnis zu ermitteln; den Sinn eines Überschlages bewusst machen

· eventuell mit Taschenrechner überprüfen

Mögliche Übung:

· Bestimme zunächst durch Überschlagen, welche Zahl dem Ergebnis am nächsten kommt. Kreuze diese Zahl an.

· 24 +  39
 40    60   80

Halbschriftliches Rechnen oder schriftliches Rechnen? 

Argumentationen für halbschriftliches Rechnen:

· Lebenspraktische Bedeutung

· Förderung von Zahlverständnis

· Vorbereitung / Unterstützung des Kopfrechnens

· Vorbereitung / Unterstützung des schriftlichen Rechnens
· Beweglichkeit im Umgang mit Zahlen
· Flexibilität fördern und fordern
· Kommunikation im Mathematikunterricht
· …
5.6 Rechenprobleme
Häufige Schülerfehler beim Addieren und Subtrahieren (Radatz 1983)
· Verrechnen um 1 durch falsches Zählen


34 + 3 =36

· Störung der Richtung beim Zahlenlesen 


53 + 4 = 39
· Falsche Richtung einer Teiloperation



63 – 7 = 64
· Verwechseln der Operation




24 – 12 = 36

· Fehlerhaftes Rechnen mit Null




401 + 225 = 606

· Perseverationsfehler (eine Zahl wirkt nach)



36 + 6 = 46

· Falsche Stellenzuordnung





531 + 22 = 751

· Zehnerüberschreitung nicht beachtet




72 - 5 = 77


· Unvollständiges Lösen; Zwischenergebnis als Lösung


92 - 35 = 62

· …

Häufige Schülerfehler beim Multiplizieren und Dividieren 
· 8 · 60 = 488


Multiplikation der Null als 8 · 0 = 8

· 40 · 20 = 80


Vernachlässigen einer Null

· 6 · 60 = 660


Perseverationsfehler (Nachwirken von Zahlen)

· 800 : 20 = 400 oder 800 : 20 = 4


Fehlerhaftes “Nullenstreichen”

· 400 : 80 = 20


Vertauschen der ersten Ziffern bei Dividend und Divisor

· 400 : 80 = 51


Fehlerhafte Division durch Null 


(gerechnet: 40 : 8 = 5, 0 : 0 =1)

· …
6. Übungsformen
Von „Übung“ sprechen wir in der Regel dann, wenn ein Satz von Wissenselementen oder eine Fertigkeit anhand einer größeren Zahl gleichartiger Aufgaben geübt wird.

Wittmann, Erich Ch.: Üben im Lernprozess. In: Wittmann, Erich Ch.; Müller Norbert N.: Handbuch produktiver Rechenübungen. Band 2: Vom halbschriftlichen zum schriftlichen Rechnen. Stuttgart, Düsseldorf, Berlin. Leipzig: Ernst Klett Schulbuchverlag 1992, S. 177

6.1 Einteilung der Übungsformen
	Verständnisübungen
	Sicherung des begrifflichen Grundverständnisses, vor allem durch Ansprechen des Verständniskerns, Teilaspekt operativer Übungen

	

	Stabilisierendes Üben,

gestuftes Üben
	Geläufigmachen von Teilschritten mit allmählicher Schwierigkeitssteigerung durch homogene Aufgaben, Isolierung der Schwierigkeiten, Vertrautmachen mit einzelnen Denkschritten

	Domino, Reihenaufgaben,

Analogieaufgaben, … 

	Operatives Üben
	Vertiefen des Verständnisses,

Beweglichmachen durch vielfältige Variationen (Umkehraufgaben, Tauschaufgaben, Nachbaraufgaben,…), Erwerb von Wissensnetzen, Erkennen von Zusammenhängen und Beziehungen, Ausbau der Beweglichkeit des Denkens, komplexes ganzheitliches bewältigen, verknüpfen vorhandener Teilfähigkeiten zu einem größeren Fähigkeitskomplex, Reversibilität, Kompositionsfähigkeit, Assoziativität, … 

	Rechenpyramiden, -mauern, Rechenspinne, Zauberquadrat, Zahlenfußball, Gleichungen raten, …

	Automatisierendes Üben
	Einüben von Fertigkeiten, Techniken und Standardverfahren bis zur sicheren Beherrschung

	Wegespiele, Kartenspiele,

Würfelspiele, Puzzle, …

	Anwendungsorientierendes Üben
	Betonung unterschiedlicher Anwendungs- möglichkeiten (Anwendungsorientierung) zur gezielten Verbreiterung des Transfers, außermathematische reale Anwendungen (Verbreiterung der Anwendungsbeispiele), innermathematische Anwendungen (Routinebildung für mathematische Verfahren) 
	Bildaufgaben, Text-, Sachaufgaben, Umwandlungen, zweckmäßiges Rechnen, …

	Wiederholungen
	Aufwärmen des Verständnisses, Integration des Gelernten, Zusammenfassungen, Stabilisierung, „Neuaufnahme“ des Lernprozesses 
(z.B. Curiculumspirale)

	diverses


..., heuristische Übungen zum Problemlösen, Übungen zum „Lernen des Lernens“, Kopfrechnen, Kopfgeometrie, Zehn-Minuten-Rechnen (z.B. tägliche Übungen, …), vorbereitendes Üben, … 

Zur Terminologie im Begriffsfeld Festigen

Üben: Herausbilden von Fertigkeiten unmittelbar nach der Einführung
Vertiefen: Gewinnen weiterer tieferer Einsichten
Anwenden: Wissen oder Können als Mittel zur Lösung anderer Probleme einsetzen
Systematisieren: Vernetzung des Wissens
Wiederholen: direkt nach der Einführung oder nach einer längeren Zeit zum Zweck der Reaktivierung,
Lernspiele:

Lernspiele als didaktische Spielmittel, die die innere Struktur gleichnamiger Gesellschaftsspiele haben (Puzzle, Domino, …); 
Lernspiel als Spielsituation, die als methodische Maßnahme geeignet ist und überprüfbare Lernziele erreicht; Effektivität mittels begrenzter und konkreter Lernziele, je zielgerichteter auf jeweilige didaktische Intension zugeschnitten, …

Funktionen: Übung/Festigung, Gewinnen von Einsichten in innermathematische Beziehungen (z.B. Räuber und Goldschatz), Einführung neuer Themen, Motivation und Differenzierung, soziales Lernen, …

7. Die schriftlichen Rechenverfahren der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation und der Division
Schriftliche Rechenverfahren (Normalverfahren) sind durch folgende Punkte charakterisiert:
· Die Einzelschritte erfolgen beim Normalverfahren schematisch nach gegebenen Regeln in fester Reihenfolge (algorithmisches Verfahren).

· Eine Einsicht in das Verfahren ist bei seiner Durchführung nicht erforderlich, es reicht das schematische Anwenden der Regeln und Verfahrensvorschriften.

Positionen zur Behandlung 

1. Vorkenntnisse sichern

2. Sachsituationen zur Motivierung auswählen

3. Algorithmen einsichtig ableiten

4. „Klippen“ frühzeitig berücksichtigen

5. Operative Übungen einbeziehen

6. Vielfältige Anwendungen aufzeigen

7. Frühzeitig Fehleranalysen durchführen

Vorteile schriftlicher Rechenverfahren

· Hohe Rechensicherheit

· Starke Denkökonomie durch Entlastung des Gedächtnisses

· Große Erhöhung der Schnelligkeit

· Verminderung von Schwierigkeiten innerhalb des Klassenverbandes durch Standardisierung

· Hilfe für langfristige Sicherung des Lernerfolges

Nachteile schriftlicher Rechenverfahren

· Bei der Einführung viele Teilschritte

· Zu frühe Automatisierung führt zu mangelhaftem Verstehen

· Verfahren ohne Einsicht führen zu typischen Fehlern

· Zahlen werden nicht mehr als Ganzes betrachtet, dadurch werden bestimmte Fehler nicht mehr wahrgenommen.

· Tragen nur wenig zur Unterstützung des Zahlverständnisses bei

· Ständige Anwendung führen dazu, dass Normalverfahren auch dann angewendet werden, wenn leichtere Wege zum Ziel führen

Maßnahmen, die den Nachteilen entgegenwirken:

· Das Normalverfahren soll als ein Verfahren unter verschiedenen Rechenverfahren betrachtet werden, nicht als „Höhepunkt“

· Normalverfahren sollten als Endform eines längeren Prozesses stehen

· Teilschritte sorgfältig entwickeln, damit Verständnis für die Verfahren erreicht wird

· Auch in der Automatisierungsphase Einsicht in das jeweilige Verfahren lebendig halten.

7.1 Einführung der Verfahren und deren Algorithmus
Zur schriftlichen Addition:

Didaktische Stufung

· schriftliche Addition ohne Übertrag

· schriftliche Addition mit Übertrag

Es gibt zwei prinzipielle Vorgehensweisen der Einführung.

1. Anknüpfen am halbschriftlichen Rechnen:

· Ausgangspunkt: „Stellenwerte extra“

· Verändern der Reihenfolge (erst Einer, dann Zehner, dann Hunderter)

2. Anknüpfen an Handlungen des Bündelns und Darstellung in der Stellentafel:

· Material in dekadischer Struktur wird gebündelt (Mehrsystemblöcke, Geld)

· Schreibweise in der Stellentafel

Zur schriftlichen Subtraktion

Es lassen sich zwei Verfahren der schriftlichen Subtraktion unterscheiden:

· Abziehverfahren

· Ergänzungsverfahren

Es lassen sich drei Techniken des Übertragens unterscheiden:

· Borge- oder Entbündelungstechnik

· Erweiterungstechnik

· Auffülltechnik

Verfahren der schriftlichen Subtraktion

Abziehverfahren

· Die Differenz wird durch Wegnehmen (Abziehen) berechnet

Ergänzungsverfahren

· Die Differenz wird durch Ergänzen berechnet

	 754

· 342

  412
	Sprechweise 

beim Abziehverfahren:

4 minus 2 gleich 2

5 minus 4 gleich 1

7 minus 3 gleich 4
	Sprechweise 

beim Ergänzungsverfahren:

2 plus 2 gleich 4

4 plus 1 gleich 5

3 plus 4 gleich 7


Vorteile des Abziehverfahrens:

· Das Abziehen wird als natürliche Sinngebung der Subtraktion gesehen.

· Verwechslungen mit der Addition werden eingeschränkt.

· Kein Auseinanderklaffen von Schreib- und Sprechweise

Vorteile des Ergänzungsverfahrens:

· Beim Ergänzungsverfahren wird nur das Einspluseins (und nicht auch) das Einsminuseins benötigt.

· Zusammenhang zwischen Addition und Subtraktion wird besser deutlich

Übertragungstechniken der schriftlichen Subtraktion
Borgetechnik (Entbündelungstechnik):

· Im Minuend wird eine Einheit des nächsthöheren Stellenwertes entbündelt

Erweiterungstechnik:

· Das Gesetz von der Konstanz der Differenz liegt zugrunde: Minuend und Subtrahend werden um den gleichen Betrag vergrößert

· „Trick“: Werden zur betreffenden Ziffer des Minuenden 10 Einheiten addiert, so wird dieser Betrag im Subtrahenden gebündelt dem nächsthöheren Stellenwert als eine Einheit zugeschlagen
Auffülltechnik:

· Dem Subtrahenden wird eine Zahl hinzugefügt, um den Minuenden als Zielbetrag zu erhalten

· Minuend bleibt unverändert
Typisierung: verschiedene Subtraktionsverfahren

	
	Borgen
	Erweitern
	Auffüllen

	Abziehen
	+
	+
	-

	Ergänzen
	+
	+
	+


Zur schriftlichen Multiplikation

Methodische Stufenfolge bei der Behandlung

	· Multiplikation mit einstelligem Faktor
	728 ·     6



	· Multiplikation mit Vielfachen von 10
	378 ·   60



	· Multiplikation mit mehrstelligem Faktor
	347 · 253




Möglichkeiten der Einführung:

· Schriftliche Addition gleicher Summanden als Ausgangspunkt

· Anknüpfen am halbschriftlichen Rechnen

· „Stellenwerte extra“ als Ausgangspunkt

· Vom Malkreuz über „Nepersche Streifen“ zur schriftlichen Multiplikation 

· …

Zur schriftlichen Division
Das schriftliche Dividieren wird als die bei weitem komplizierteste Grundrechnungsart angesehen. Ein Problem ist die hohe Komplexität.

Methodische Stufung:
· 1. Methodische Stufe – Division durch eine einstellige Zahl: halbschriftliche Form, Zerlegen von Teilergebnissen ohne Rest, …

· 2. Methodische Stufe – Verkürzen des halbschriftlichen Verfahrens: einzelne Gleichungen entfallen, Zerlegungszahlen werden noch notiert, Stellenwertordner empfohlen, …

· 3. Methodische Stufe – Kurzform der zweiten Stufe: Endform für den einstelligen Divisor, bei der Teildivision verbleibende Reste werden in die nächste Zehnerpotent umgewandelt, Sprechen mit Einheiten der Stellentafel, …

· 4. Methodische Stufe – Division durch reine Zehnerzahlen: Kürzen durch 10, auf Sprechweise achten – nicht Null streichen sondern Zahlen durch 10 dividieren, Behandlung der Division mit Rest verstärkt möglich, …

· 5. Methodische Stufe – Endform der schriftlichen Division durch einen zweistelligen Divisor: Division mit und ohne Rest, besondere Bedeutung des Abschätzend des einzelnen Teilquotienten, Hilfe durch Notieren der Vielfachen des Divisors, …

Lernvoraussetzungen: Aktivieren der Vorkenntnisse, Wiederholung/Festigung des halbschriftlichen Rechnens, Grundaufgaben der Multiplikation/Division, Zahlzerlegung, Verfahren der schriftlichen Multiplikation und Subtraktion, …

Teilschritte beim schriftlichen Dividieren (22449 : 7):

1. Überschlag 21000 : 7 = 3000

2. Ermitteln des ersten Teildividenden

3. Schätzen der ersten Wertziffer des Quotienten (22 : 7 = 3)

4. Multiplikation 

5. Subtraktion

6. Zwischenkontrolle

7. „Herunterholen“ der nächsten Ziffer

Möglichkeiten der Erarbeitung des Verfahrens:
· Anknüpfen an Entbündelungshandlungen

· Anknüpfen am halbschriftlichen Rechnen

· Direkte Konfrontation mit dem Verfahren

· ...

Zwei unterschiedliche Möglichkeiten der Umkehr der Multiplikation bestimmen unterschiedliche Sprechweisen inhaltlich:

· im Sinne des Teilens: Fehler beim Sprechen möglich (23:7=3), taugt nur bei einstelligem Divisor, Grundaufgaben der Division müssen beherrscht werden, …

· im Sinne des Enthaltenseins: Fortsetzbarkeit auch bei mehrstelligen Divisoren, korrekte Beschreibung des mathematischen Sachverhaltes, Hilfe für schwächere Schüler durch multiplikatives Herantasten an den Teildividenden, … 
7.2 Rechenprobleme (Zusammenfassung nach Hilger)
Typische Fehler und Schwierigkeiten bei den schriftlichen Verfahren der Addition und Subtraktion: (Zusammenfassung nach Hilger)
Das Wesen eines Algorithmus besteht darin, dass er automatisiert ausgeführt wird. Deshalb

stehen auch nicht so sehr Schwierigkeiten im Zusammenhang mit dem Verständnis

oder und grundlegenden Rechenfertigkeiten im Vordergrund, sondern eher solche, die

einer mangelnden Sorgfalt, Flüchtigkeit oder Irrtum zugeordnet werden können. 
· Fehler beim Ziffernrechnen (Eins–Plus–Eins, Eins–Minus–Eins).
· Die Operationen Addition und Subtraktion werden verwechselt.

· Falsche Stellenzuordnung beim (tabellarischen) Notieren der Aufgabe.

· Fehler in Zusammenhang mit der Ziffer Null: Sie wird beim Ziffernrechnen versehentlich als Eins gesehen. Sie wird beim Rechnen unterschlagen und so geschehen falsche Stellenzuordnungen.

· Übertragsziffern werden falsch interpretiert, an falscher Stelle hingeschrieben oder vergessen. Übertrags- und Ergebnisziffer werden verwechselt.

· Fehler in Zusammenhang mit führenden Leerstellen.

· Es wird entsprechend der Schreibrichtung von links nach rechts gerechnet.

· Der Algorithmus wird nicht abgeschlossen (letzter Übertrag ist einsam und wird im Ergebnis nicht berücksichtigt).

· Probleme bei einer Wiederholung der Verfahrens: Bereits notierte Merkziffern werden zum Bestandteil der Aufgabenstellung. Unter Umständen kann ein Durchstreichen aufgrund des Umbündelns beim Abziehverfahren von einem Durchstreichen aufgrund eines Fehlers nicht unterschieden werden.
Probleme beim Verfahren der schriftlichen Multiplikation: (nach Padberg)
· Multiplikation mit Null: Schreibweise und Begründung, „Zwischennullen“ (evtl. formale Notation einer Nullzeile), Endnullen, a * 0 = 0 

· Einmaleinsfehler 

· Einmaleinsfehler mit 1: a * 1 = a
· Rechenfehler bei der Addition: Verfahrensfehler, Übertragsfehler, …
· falsche Anordnung der Teilprodukte/Stellenwertfehler

· falsche Übertragsziffern

Fehlerquellen beim Verfahren der schriftlichen Division: 

· unzureichende Vorkenntnisse, 

· Schwierigkeiten mit dem Überschlag, 

· prozedurale Besonderheiten – erste Stelle des Dividenden ist kleiner als Divisor – im Algorithmus ist eine Differenz kleiner als der Divisor – im gleichen Stellenwert mehrmals dividieren, 

· Schwierigkeiten mit Nullen – Notation vergessen, 

· unsauberes Schriftbild, Probleme mit den schriftlichen Verfahren der Multiplikation und Subtraktion, 

· Schätzen des Teildivisors, unverstandene Teilschritte des Algorithmus, 

· …

8. Zur Arbeit mit Größen
Bedeutung: Entwickeln realistischer Vorstellungen, Fundus an Repräsentanten zum Vergleichen/Schätzen, sinnvolle Genauigkeit, unsinnige Berechnungen erkennen, konkrete Vorstellungen zu Maßangaben, …
Ziele: Aufbau der Vorstellung einzelner Größen, Erarbeitung der Größenbegriffe, Fähigkeit des Umwandelns von Größen, Rechnen mit Größen, Ausbau der Anwendungserfahrungen im Sachrechnen und in der Geometrie, …

8.1 Didaktische Stufenfolge
	1. Erste Erfahrungen in Sach- oder Spielsituationen:

Vergleichen/Messen, Entfernungen (Gegenstände/Punkte), Übungen in Umwelt (Klassenzimmer, Sportunterricht, …), …

	2. Direkter Vergleich von Repräsentanten einer Größe:

Längenvergleich zu Relationen (Äquivalenz-/Ordnungs-) (deckungsgleich, … ebenso lang wie…, … ist kürzer als…, …),

Vergleichen durch Nebeneinanderstellen (Kinder/Gegenstände…), …

	3. Indirekter Vergleich mit Hilfe willkürlicher Maßeinheiten:

Messen/Vergleichen messbarer Längen mit Körpermaßen/Gegenständen, Erkenntnis: willkürliche Maßeinheiten sind keine einheitlichen Maßzahlen, … 

	4. Erkennen der Invarianz einer Größe:

gleichlang?/gleichhoch?, welche Möglichkeiten zum Überprüfen gibt es, …

	5. Indirekter Vergleich mit Hilfe standardisierter Maßeinheiten:

cm/m, Sorgfalt/Umgang mit Messgerät, Messübungen zu messbaren Längen, …

	6. Entwickeln einer Vorstellung der standardisierten Einheitsgröße:

Finden von Repräsentanten der Einheitsgröße, Schätzen/Messen von Körper(teilen) oder Gegenständen aus der Umwelt der Kinder (1cm: Finger, 1 dm: Handbreite, 1m: Tafelbreite…), …

	7. Messen mit technischen Hilfsmitteln:

Messen/Zeichnen mit Lineal/Geodreieck üben/wiederholen, Lage des Nullpunktes bei unterschiedlichen Messhilfen, Bedeutung Nullpunkt, mehrfaches Anlegen an längeren Strecken, …

	8. Verfeinern und Vergröbern der Maßeinheiten (Umrechnungen):

Feststellung: nicht alle Strecken mit einer Einheit zu messen, Wahl geeigneter Hilfsmittel, Erfahrung als Ausgangspunkt für Erkenntnis zu Verfeinern/Vergröbern, klare Darstellung zu Beziehungen der Größen, Einprägen der Umwandlungszahlen, Übungen, …

	9. Rechnen mit Größen:

Unterscheiden von rein arithmetischer Anwendung und Sachzusammenhängen, Anbieten von Anwendungssituationen (Rechengeschichten, Sachaufgaben, Bildgeschichten)


8.2 Praktische Beispiele / Übungen / Schaffen von Größenvorstellungen

	Schuljahr

Größenbereich
	1
	2
	3
	4

	Geld
	€ (Euro)

Cent
	
	
	

	Längen 
	
	m

cm
	mm

km
	

	Gewichte (Masse)
	
	
	kg

g
	t

mg

	Zeit
	Tages-

einteilung:

Stunden (h)
	(Uhr)

Jahres-

einteilung:

Monate

Wochen

Tage
	s

min
	

	Hohlmaße
	
	
	l

ml
	


nach Franke

Hinweise zu Besonderheiten und Schwierigkeiten einzelner Größen:

Einheit der Länge:
· Umgang mit Landkarten (Maßstab) und Grundrissen (Klasse 3, 4)

Einheit der Masse:
· Benutzen verschiedener Waagen

· Aufbau von Größenvorstellungen ist bei schweren Gegenständen schwierig

Größenbereich Zeit:

· Unterscheiden von Zeitpunkt und Zeitspanne, Zeiteinstellungen
· Unterscheiden zwischen Vormittags- und Nachmittagszeit
· Schreibweise von Uhrzeit und Zeitdauer
· „Messgeräte“: Uhren, Kalender

· Einheitensysteme sind nicht dekadisch aufgebaut, Umrechnen mit unterschiedlichen Umrechnungszahlen
· Zeitberechnungen lassen sich nicht als Gleichung schreiben
· Vergleichen von Vorgängen und Abläufen
· Zeitvorstellungen sind sehr subjektiv
· Ablesen von Informationen aus Fahrplänen und Programmen 
Komponenten der Behandlung:
· Uhren und Uhrzeiten

· Kalender und Datum

· Maßeinheiten der Zeit

· Zeitdauerberechnungen
Hohlmaße:

· In der Grundschule werden Hohlmaße als spezielle Volumina behandelt (Fassungsvermögen).
Einheit des Geldes: Geld hat im Unterricht der Grundschule drei Funktionen:
· Geld ist Bestandteil des Sachrechnens

· Geld dient zur Unterstützung von Zahldarstellungen (Bündeln)

· Geld dient der Darstellung von Rechenhandlungen

Übungen zum Ausbilden von Größenvorstellungen 

· Veranschaulichen von Größen

· Vergleichen mit Standardwissen und Stützpunktwissen

· Auswählen passender Größenangaben und Umwandeln im Sinnzusammenhang

· Ergänzen von Maßeinheiten und Größenangaben

· Schätzübungen

Schätzen
Was heißt Schätzen?

· Schätzen ist das Ermitteln einer ungefähren Größenangabe durch gedankliches Vergleichen mit eingeprägten Repräsentanten.

Konsequenzen:

· Zum Schätzen braucht man Vorstellungen (Abgrenzen vom Raten)

· Beim Schätzen gibt es kein „richtig“ oder „falsch“

· Zur Einsicht in den Sinn des Schätzens Aufgaben stellen, bei denen sich ein genauer Wert (durch Messen) nicht ermitteln lässt ( - mit den Hilfsmitteln, die Grundschülern zur Verfügung stehen).

9. Sachaufgaben
Ziele des Sachrechnens nach Franke

· Anwendung des Rechnens (traditionell)

· Entwicklung allgemeiner Problemlösefähigkeiten

· Umwelterschließung

Ziele des Sachrechnens nach Toepell

1. Inhalt der Mathematik
2. Mathematisieren realer Situationen

3. Schulung des komplexen und kreativen Denkens

4. Sicherung mathematischen Könnens durch Anwendung

5. Aufbau von Größenvorstellungen

Funktionen des Sachrechnens (nach Winter 1985)

Sachrechnen als Lernstoff:

· Beim Sachrechnen als Lernstoff geht es darum, Wissen über Größen und Fertigkeiten im Umgang mit Größen aufzubauen.

· Einbetten in die Zielvorstellung, sachrechnerische Fähigkeiten im Rahmen eines Beitrages zur Denkentwicklung der Schüler und zur Erschließung ihrer Umwelt anzustreben.

Sachrechnen als Lernprinzip:

· bedeutet, dass Bezüge zur Realität für das Lernen mathematischer Begriffe und Verfahren ausgenutzt werden, um

· die Schüler stärker am Lernen zu interessieren,

· ihr Verständnis zu fördern und

· ihre Kenntnisse und Fertigkeiten besser zu festigen

Sachrechnen als Lernziel:

· umfassendste Funktion des Sachrechnens

· in ihr sind die anderen beiden Funktionen aufgehoben

· wichtigste und unterrichtspraktisch am schwierigsten zu verwirklichende Funktion

· Entscheidend ist hier der Primat der Sache: Sachsituationen sind hier nicht nur Mittel zur Anregung, Verkörperung oder Übung, sondern selbst der Stoff, den es zu bearbeiten gilt.

· Sachrechnen ist damit ein Stück Sachkunde.

· Die Schüler sollen befähigt werden, umweltliche Situationen durch mathematisches Modellieren klarer, bewusster und auch kritischer zu sehen.
9.1 Einteilung/Unterscheidung/Präsentationsformen
Traditionelle Einteilung (z. B.: Fricke, Radatz /Schipper)

Eingekleidete Aufgaben:
· Ziel dieser Aufgaben ist vorrangig das Anwenden von Rechenverfahren, das Festigen mathematischer Begriffe und das Erfassen von Zahlbeziehungen. 

· Der Sachkontext an sich ist unwichtig, die Kinder bekommen keine neuen Informationen über die Sache. Es ist schon an der Formulierung erkennbar, wie gerechnet werden soll. Eigentlich kann der Sachkontext beliebig ausgetauscht werden.

( Beispiel: Verteile 20 Bonbons so an 4 Kinder, dass jeder gleich viele bekommt.
Textaufgaben

· Ziel dieser Aufgaben ist das Erfassen des Zusammenhanges zwischen den angegebenen Zahlen und Erkennen einer mathematischen Zeichenreihe (Term oder Gleichung). 

· Zu diesem Typ werden verbalisierte Zahlenaufgaben und Aufgaben in Textform, bei denen die Sache nebensächlich ist, gezählt. Die Vielfalt und Komplexität des Sachkontextes in der Realität wird nicht berücksichtigt. 

( Beispiele:  (1) Subtrahiere von 348 das Sechsfache von 8.



   (2) Frau Schneider kauft für 88 € Vorhangstoff. Der Preis für 1 m 



        beträgt 8 €. 

Sachaufgaben/Sachrechenprobleme:

· Ziel dieser Aufgaben ist ebenfalls das Mathematisieren der Sachbeziehungen in eine adäquate mathematische Operation. Nach dem Ermitteln der Lösung ist das Rechenergebnis auf die Situation zurückzubeziehen. 

· Allerdings ist auch die Sachsituation wichtig: Sie stellt einen Bezug zur Realität, zu den Alltagserfahrungen der Kinder her. Die mathematische Bearbeitung soll das Verständnis für die Sache unterstützen, die Mathematik dient als Hilfsmittel tiefer in den Sachkontext eindringen zu können.

Systematisierung von Aufgabenklassen beim Sachrechnen (nach Franke; Zusammenfassung nach Dr. Neubert, Gießen):

	Einteilung von Aufgaben nach der beschriebenen Situation

· Sachaufgaben zu realen Situationen aus dem Alltag der Kinder

· Einfache

· Sachaufgaben

· Sachprobleme

· Sachtexte

· Projekte

· Sachaufgaben zu fiktiven Situationen

· Sachaufgaben mit Märchen- und Fantasiefiguren

· Denk- und Knobelaufgaben

· Scherz- und Kapitänsaufgaben

· Sachaufgaben in Kinderbüchern

· Rechengeschichten
	Einteilung von Aufgaben nach dem mathematischen Inhalt

· Sachaufgaben mit vor- wiegend geometrischem Inhalt

· Sachaufgaben mit vor-wiegend stochastischem Inhalt

· Sachaufgaben zum Aufbau von Größenvor- stellungen

· Sachaufgaben mit vor- wiegend arithmetischem Inhalt

· nach der arithme- tischen Struktur (Simplex – Komplex)

· nach der seman- tischen Struktur

· nach der syntak- tischen Struktur (Satzbau, Reihenfolge der Angaben, ...) 
	Einteilung von Aufgaben nach der Präsentationsform

· Reale Phänomene

· Authentische Materialien und Imitationen 

· Bildaufgaben (auch in Form von Skizzen)
· Bild-Text-Aufgaben (z.B. ein Comic, …)
· Textaufgaben (zu ver- stehen als Sachaufgaben in Textform)

· Sachtexte

· Projekte
· Darstellung in Tabellen

· Szenische Darstellung 


„Neues Sachrechnen“ (Franke):

· Bemühen, Sachrechenunterricht zu verbessern – in Anlehnung an die positiven Ideen der Reform- und Nachkriegspädagogik

· Sachrechnen, das von den Alltagserfahrungen der Schüler ausgeht

· Sachrechnen an Texten

· Projekte

· Fantasiegeschichten, Knobel- und Kapitänsaufgaben

Offen Aufgaben (Radatz/Schipper/Dröge/Ebeling):

· Ausrichtung des Mathematikunterrichts auf entdeckendes Handeln; Übermaß an geschlossenen Aufgaben reduzieren zugunsten offener Fragestellungen

· Offenheit der Vorgabe

· Offenheit der Lösungswege und Notationsformen

· Offenheit der Ergebnisse

9.2 Lösen von Sachaufgaben

„Weil die Sach- und Fachstrukturen je nach Situation sehr unterschiedlich aufeinander bezogen sind, ist das Sachrechnen ein höchst komplexes Lernfeld.

Es ist völlig aussichtslos, dieser Komplexität durch Klassifikation von Aufgaben in Typen, durch Musterlösungen, durch Regeln zur Erschließung der jeweiligen Sachsituation oder durch Vorschriften für das Aufschreiben der Lösung Herr werden zu wollen, wie es die traditionelle Didaktik angestrebt hat.“

Das Zahlenbuch – Lehrerband  3, Leipzig: Klett 1997,  S. 20

· Es kann keine Abfolge an „Lehrschritten“ für das Sachrechnen geben.

· Dieser Umstand macht das Sachrechnen für Lehrende wie Lernende gleichermaßen schwierig.

· Statt Beliebigkeit oder Resignation ist stetige Kompetenzerweiterung in verschiedenen Aspekten des Sachrechnens sinnvoll.

Voraussetzungen und Zielsetzungen:

· Ausreichendes Wissen über die Sache

· Verständnis und Vorstellungen zu Zahlen, Operationen und Größen

· Erfahrungen und Repräsentationen zum Modellieren und Mathematisieren

· Kompetenter Umgang mit Sach- und Informationstexten

· Entwickelte Problemlösefähigkeiten

Sachrechnen als Problemlösen:
Im Allgemeinen spricht man dann von einem Problem, wenn

1. ein Anfangszustand gegeben ist,

2. ein erwünschtes, aber noch nicht erreichbares Ziel gekennzeichnet ist (Zielzustand)

3. kein Weg zum Überführen des Anfangszustandes in den Zielzustand bekannt ist bzw.    Barrieren die Transformation von den Anfangs- in den Zielzustand behindern.

Phasen des Problemlöseprozesses (nach Polya 1949):

1. Verstehen der Aufgabe

2. Ausdenken eines Planes

3. Ausführen des Planes

4. Rückschau

Heuristische Strategien zum Problemlösen:

· Systematisches Probieren (Suchraumeingrenzung: Eine Form des Probierens, die nicht mehr vom Zufall gesteuert ist)

· Vorwärts- und Rückwärtsarbeiten

· Ziel-Mittel-Analyse

· Zerlegen der Aufgabe in überschaubare Teile (vgl. halbschriftliches Rechnen)

· Analogiebildung (Lösungen ähnlicher Probleme können helfen)

Mathematische Modellierung: Phasen des Modellbildungsprozesses (nach Blum 1985):
1. Reale Situation

2. Reales Modell

3. Mathematisches Modell

4. Mathematisches Resultat


[image: image2.emf]9

Mathematische Modellbildung beim Sachrechnen
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Schwierigkeitsbestimmende Faktoren

Sprachlich-syntaktische Struktur:
Die sprachliche Gestaltung kann durch direkte oder indirekte Angaben, durch eine lösungskonforme Reihenfolge der Angaben, durch die Komplexität des Textes, durch im Text enthaltene Schlüsselwörter und durch die Art der Frage variiert werden.

Semantische Struktur:
Semantische Stolpersteine in Sachaufgaben sind die Erfahrungen des Schülers zu dem Sachverhalt, und damit die Vertrautheit mit der Situation, die Bekanntheit der Begriffe und Formulierungen, der Realitätsbezug und irrelevante Angaben – Zahlen, die zwar zum Text passen, aber zum Lösen nicht benötigt werden.

Mathematische Struktur:

Die mathematische Struktur einer Sachaufgabe wird bestimmt durch die Art und Anzahl der Lösungsschritte (Rechenoperationen), durch den Rechenaufwand (Komplexität der Algorithmen wie beim schriftlichen Dividieren) und durch die Größe der Zahlen.

z. B. Simplex – oder Komplexaufgaben
Fehlertypen

Identifikationsfehler (falsche Operation; irrelevanten Angaben):

Diese entstehen, weil:

· alle Aufgaben so gelöst werden

· die Operation im Unterricht gerade behandelt wurde

· sich die Zahlen gut durch die betreffende Operation verknüpfen lassen

· das Sachproblem semantisch anders interpretiert wird als erwartet

· Signalwörter als Hinweis auf eine Rechenoperation verstanden werden

· irrelevante Angaben in die Rechnung einbezogen werden.

Fehler beim Strukturieren des Lösungsplanes:

Diese entstehen durch:

· die nicht lösungskonforme Reihenfolge der Angaben im Aufgabentext

· Einbeziehen bzw. Nichteinbeziehen von Teillösungen

regelwidrige Verknüpfung von Angaben.

Fehlerhafte Verkürzung des Lösungsplans bei mehrschrittigen Aufgaben:

Diese entstehen aufgrund von:

· Verlesen oder Überlesen

· unvollständigem Erfassen der Situation

· Vergessen von in der Aufgabe ausgewiesenen Beziehungen (z. B. relevante Angaben).

Fehler bei der verbalen Antwort:

Diese basieren auf:

· Nichtbeachten der Fragestellung (die Antwort kann eine richtige Interpretation von Zwischenergebnissen sein, die gestellte Frage wird damit nicht beantwortet)

· fehlender Interpretation der mathematischen Lösung aufgrund von mangelndem Alltags- und Sachwissen

· dem fehlenden oder falschen Bezug zur Sachsituation.

9.3 Möglichkeiten des Veranschaulichens von Sachaufgaben (Lösungshilfen-Bearbeitungshilfen)
Bearbeitungshilfen

Bearbeitungshilfen zur Textanalyse:

· Lesen/Vorlesen

· Nacherzählen

· Aussprache zum Inhalt (Erweitern des Textes; Erklären von Begriffen und Zusammenhängen)

· Umformulieren

· Gliedern des Textes / Fragen zum Text

· Herausschreiben von Stichwörtern

· Unterstreichen / Durchstreichen / Markieren
Konkrete Bearbeitungshilfen:

· Nachspielen / Rollenspiel

· Darstellen mit Material

Graphische Bearbeitungshilfen:

· Situationsskizze

· Strecken- oder Streifendiagramm

· Rechenbaum

· Tabelle
10. Differenzierung im Mathematikunterricht
Grundlagen/Begriffe: 

· gleichaltrige Kinder unterscheiden sich u.a. in Verhaltensmerkmalen, Lernverhalten, Abstraktionsfähigkeit, Kreativität, Motivation, sprachlicher Ausdrucksfähigkeit, Arbeitsverhalten, sozialem Verhalten, … 

· homogene (gleichartige Schüler bzgl. des Differenzierungskriteriums)/heterogene Gruppenzusammensetzung (unterschiedliche Zusammensetzung bzgl. des Differenzierungskriteriums)
· fachdidaktische Theorien beziehen sich auf psychologische Modelle von Bruner (Repräsentationsformen: enaktiv, ikonisch, symbolisch), Gagné (Lerntypen: Signallernen (klassische Konditionierung), Reiz-Reaktions-Lernen, Kettenlernen, sprachliche Assoziation, multiple Diskrimination, Begriffslernen, Regellernen, Problemlösen – die letzten drei Lerntypen besonders wichtig nach Winter), Piaget (Entwicklungsphasen)

10.1 Formen der Differenzierung
Innere Differenzierung: Klassenverband löst sich nicht auf; Unterricht in kleineren Gruppen in demselben Klassenzimmer; Differenzierungskriterien können sehr unterschiedlich sein; existieren viele Modelle – Lernvoraussetzungen/Lerndispositionen der Schüler aber so unterschiedlich, dass starre Modelle nicht anwendbar sind ( ständiger Anspruch, bestmöglich zu fördern, …

· Soziale Differenzierung: Arbeit in Gruppen/Großgruppen, Partnerarbeit, Einzelarbeit

· Thematische Differenzierung: qualitative/quantitative/sukzessive Differenzierung   

·  Nachteile – qualitativ: Fehlzuordnung zu Lerngruppen, Stigmatisierungseffekt, zu wenig Training von Problemstellungen
· Nachteile – quantitativ: operatorisches/vormechanisches Durcharbeiten von 
Aufgaben, unterschiedlich viel gelöste Aufgaben lassen sich schwierig kontrollieren 
bzw. bewerten, negatives Selbstbild weil Aufgaben nie geschafft werden, schnellere 
üben mehr

· Nachteile – sukzessiv: nach gemeinsamer Erarbeitung eines Themas können durch die differenzierten Übungen und Lernfortschritte darauf folgende Stunden nicht gemeinsam thematisch begonnen werden

· Methodische Differenzierung:  Differenzierung durch verschiedene Repräsentationsebenen, durch verschiedene didaktische Modelle, mediale Differenzierung, freie Arbeit 
· Äußere Differenzierung: kleinere Gruppen von Kindern durch gezielte Maßnahmen über einen begrenzten Zeitraum besonders fördern (z.B. Stütz- und Förderunterricht, Förderkurse für ausländische Schüler, …) 

· Aufarbeitung punktueller Lernrückstände

· Sicherung grundlegender Kenntnisse und Fertigkeiten (insbesondere von denen, die im Normalunterricht schon längere Zeit zurückliegen 

· Steigerung des Interesses und der Freude am Lösen mathematischer Aufgaben

Individualisierung: unterrichtliche Maßnahmen, die einem einzigen Schüler gelten; Lehrer als Tutor

Literaturverzeichnis:

Vorliegender Zusammenfassung der Seminarinhalte liegen folgende Quellen zugrunde:

· Radatz/Schipper u.a.:
Handbuch für den Mathematikunterricht, 1. Schuljahr

Handbuch für den Mathematikunterricht, 2. Schuljahr
Handbuch für den Mathematikunterricht, 3. Schuljahr
Handbuch für den Mathematikunterricht, 4. Schuljahr

Hannover, Schroedel Schulbuchverlag

· Padberg:
Didaktik der Arithmetik, 2. Auflage

Didaktik der Arithmetik, 3. Auflage

Heidelberg, Spektrum Akademischer Verlag

· Radatz/Rickmeyer:

Handbuch für den Geometrieunterricht an Grundschulen

Hannover, Schroedel Schulbuchverlag

· Franke:

Didaktik der Geometrie

Didaktik des Sachrechnens in der Grundschule

Heidelberg, Spektrum Akademischer Verlag

· Lorenz/Radatz:

Handbuch des Förderns im Mathematikunterricht

Hannover, Schroedel Schulbuchverlag

· Maras u.a.:

Handbuch für die Unterrichtsgestaltung in der Grundschule
Donauwörth, Verlag Ludwig Auer

· Radatz/Schipper:

Handbuch für den Mathematikunterricht an Grundschulen

Hannover, Schroedel Schulbuchverlag

· Lauter:
Fundament der Grundschulemathematik 

Methodik der Grundschulemathematik 

Donauwörth, Verlag Ludwig Auer

· Wittmann/Müller:

Handbuch produktiver Rechenübungen, Band 1 und 2

Das Zahlenbuch, Lehrerband 2
Klett Verlag 

· www.uni-giessen.de (Neubert)
· www.math.uni-augsburg.de (Motzer: Arithmetik in der Grundschule)

· www.ku-eichstaett.de/Fakultaeten/MGF/Didaktiken/dphys/Lehre.de 

(Hilger: Mathematik in der Grundschule, 1 und 2)
· www.uni-leipzig.de (Toepell)
· www.did.mat.uni-bayreuth.de/mathetag/Hauptseite/Workshops (Christiansen-Barfuß)
Anmerkung:

Diese Zusammenfassung dient nur als Handreichung für Lehramtsanwärter meiner Seminare. Eine Weitergabe bedarf meiner Zustimmung.

S. Tiburski 
Allgemeine mathematische Kompetenzen:
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Inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen orientieren sich an Leitideen:





Zahlen und Operationen


Raum und Form 


Muster und Strukturen


Größen und Messen


Daten, Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit
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